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Messunsicherheit von Messwertfolgen

Anwendungen in imc FAMOS

White Paper

Dieses Dokument beschreibt den Umgang mit der Messunsicherheitin Zusammenhang mitganzen
Datensatzen, also z.B. Zeitreihen oder anderen Folgen von Messwerten.

Dabei wird Bezug genommen auf den GUM (Abk. Guide to the expression of uncertainty in meas-
urement) und darin speziell auf: JCGM 100:2008



GUM und ,Der Messwert”

Der GUM gilt. Aberer muss sinnvoll gedeutet
und angewendet werden. Wennim Folgenden
von Messunsicherheit gesprochen wird, istdie
Standardmessunsicherheit (standard measu-
rement uncertainty) gemeint.

Der GUM behandelt die Messunsicherheit fir
deneinen Messwert.

Beispiel: Die Temperaturdes OlsinderOl-
wanne soll bestimmt werden. Dazu werden
einThermoelementund ein Messgerateinge-
setzt. Der Messwert wird abgelesen: 23,8°C.

Das istder eine Messwert. Der GUM be-
schreibt, wie nun die Messunsicherheit dieses
Messwertes bestimmtwird. Dazuwerdenalle
EinflussgroRen und Fehlerquellen gelistet und
das Messunsicherheitsbudget ermittelt. Die
Ungenauigkeit des Thermoelementes, der
Einfluss derungenauen Vergleichsstelle, das
Verstarken und Digitalisieren spielen alle mit
hinein. In diesem Beispiel moge die Messunsi-
cherheitzu0,7°C bestimmt worden sein.
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In der Darstellung grau hinterlegt das Intervall:
[Messwert—Messunsicherheit, Messwert +
Messunsicherheit]

Es seidarauf hingewiesen, dass die Messunsi-
cherheitdie Standardabweichung darstellt.
Bei zugrunde liegender Normalverteilung der
Messwerte liegt nurin ca. 68% aller Messun-
gender wahre Wertim dargestellten Intervall.
Die folgende Darstellung zeigt noch zusatzlich
denBereich derdoppelten unddreifachen
Standardabweichung, bei denen derProzent-
satz auf 95% bzw.99,7% ansteigt.
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Bei dem gesamten 6 Standardabweichungen
(6 Sigma) umfassenden Intervall kann gesagt
werden, dass mitganz hoherSicherheitder
Messwert wirklich in diesem Intervallliegt.
Wiederholung der Messung zur Verbesserung
des Messwertes
Nun wird der Messwert ein weiteres Mal ab-
gelesen. Dieses Mal ergibt sich ein Wertvon
24,0°C. Der GUM beschreibt, wie durch mehr-
fache Messung die Messunsicherheit verrin-
gert werden kann. Unterdem Stichwort, Type
A evaluation“ist das beschrieben. Die
Messunsicherheit—folgend den Gesetzen der
Standardabweichung—sinkt mit VN, wobei N
die Anzahl der Wiederholungeniist.
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Im Beispielergibt sich mit N=2 eine Messunsi-
cherheitvon 0,5°C. Derresultierende Mess-
wertistder arithmetische Mittelwertder
Messwerte. Erergibt sich zu 23,9°C.

N
1
X = NZ X;
i=1

Wichtigist hierbei die Tatsache, dass unter
denselben Messbedingungen gearbeitet wird.
Wichtigistaber auch, dass derwahre Wert
derTemperatursich nicht verandert hat.

Durchfiihrung einer weiteren
Bestimmung des Messwertes

Auch diesmal wird der Messwertein weiteres
Mal abgelesen. Aber diesmal wird davon aus-
gegangen, dassderwahre Wert der Tempera-
tur sichschon verandert haben kann. Die Ab-
sichtist also nicht, denvorherigen Messwert
zu verbessern, sondern zu diesem spateren
Zeitpunkteinen ganz neuen Messwert abzule-
sen. Entsprechend GUM wird wiedereine
Messung durchgefihrt. Allerdingsistes eine
andere, neue Messung. Konsequenterweise
muss auch fiir diese Messung das Messunsi-
cherheitsbudget ermittelt werden.

Dabei ergebensich zwei Falle, die im Folgen-
deneinzeln behandelt werden: Das gleichblei-
bende und das nicht gleichbleibende Messun-
sicherheitsbudget.

Gleichbleibendes
Messunsicherheitsbudget

Hier wird angenommen, dass sich schon bei
der Ermittlung des Messunsicherheitsbudgets
zeigt, dass die Messunsicherheit
wedervonderZeitnoch indirekt von derZeit
abhangt. Unter dieser MalRgabe braucht das
Messunsicherheitsbudgetalso nicht

noch einmal ermittelt zu werden.

Ein Beispiel ist die oben aufgefiihrte Tempera-
turmessung. Die Messunsicherheitdes be-
nutzten Verstarkersund des

Thermoelementes dandern sich nicht. Beide
werden aus dem jeweiligen Datenblatt abge-
lesen und sind somitals konstant
anzusehen.

Messung iiber der Zeit

Bei gleichbleibendem Messunsicherheits-
budget kdnnen nun komplette Datensatze
erfasstwerden. Fiirjeden einzelnen
Messpunkt gilt die Messunsicherheit, damit
auch fir alle.
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Erste Messungbei0,2s, die nachste bei 0,3s.
Der gesamte Datensatz siehtfolgendermalien
aus:

Temperature [°C]

1] 5 0 15 20 25 30 35
Time [s]

Hierkann also die gesamte Messung (= Daten-
satz) mit einem einzigen Wert fiir die Messun-
sicherheit charakterisiert werden.

Die Messunsicherheit wird als dunkelgrau
hinterlegtes Band eingeblendet. Das Band hat
Uberall die Hohe +0.7°C, auch wenn es
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an densteilenStellen auf den ersten Blick
nichtso scheint.

Auch hierwerdennoch die Bereiche derdop-
pelten und dreifachen Standardabweichung
heller unterlegt eingeblendet:

Ist die Messunsicherheit gleichbleibend, ver-
einfacht das auf den Datensatzen aufbauende
weitere Verarbeitungen. Sokannin

imc FAMOS dem Messkanal eine feste
Messunsicherheit zugeordnet werden, mitder
dannbequem weitergerechnet werden

kann.

Nicht gleichbleibendes

Messunsicherheitsbudget
Ergibtsich bei derneuen Messungfiirdie
Messunsicherheit ein anderer Wert, im obigen
Beispielandersals0,7°C, so istdas der
allgemeine Fall des GUM: Zu jeder Messung,
sprich fir jeden Messwert, muss das Messun-
sicherheitsbudget ermittelt werden.
Eine vereinfachte Behandlungist nicht mog-
lich. Typische Beispiele sind:
e JedenTagwirdein Messwertabgele-
sen. Entscheidende EinflussgrofRen
sind Umgebungstemperatur und Luft-

druck, die ebenjeden Tagdeutlich an-
dersseinkonnen.

e Die Messunsicherheit hdangt stark von
derGrolle des Messwertes selbst ab,
z.B. Amplituden-proportional.

Beispiel Kraftmessung mit
messwertabhangiger Messunsicherheit
Im Folgenden wird das Beispiel einer Kraft-
messung miteinem Verstarker diskutiert. Das
Datenblattdes Verstarkers weist
folgende Angaben auf:
Nullpunktabweichung typisch 1% vom
Messbereich, maximal 2,5%
Verstarkungsunsicherheit typisch 1,5%
vom Messwert, maximal 4%
Messbereich 200N
Die Werte werden so gedeutet, dass derdurch
Nullpunktabweichung entstehende Beitrag zur
Messunsicherheit dem typischen
Wert entspricht, als 2N. Ferner wird ange-
nommen, dass deramplitudenproportionale
Anteil auch demtypischen Wert
entspricht, also 3N bei maximaler Aussteue-
rung. Mittels dieser Formel kann die kraftab-
hangige Messunsicherheit bestimmt
werden:

Messunsicherheit ( Kraft) = 2N + Kraft * 0,015

In derfolgenden AbbildungistderVerlauf der
Kraftgezeigt:

In der Darstellungist das Intervall [Messwert —
Messunsicherheit, Messwert + Messunsicher-
heit] grau hinterlegt.



Bei kleinen Kraften (um ON herum) ergibt sich
eine Messunsicherheitvon 2N. Bei groRen
Kraften (um 200N herum) ergibtsich eine
Messunsicherheitvon (2+3)N = 5N.

Die beiden Hullkurven kénnen mitfolgenden
imc FAMOS Befehlen generiert werden:

toll =
Force + 2 + Force * 0.015
tol2 =
Force - 2 - Force * 0.015
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Es seiangemerkt, dass derVerstarkerabsicht-
lich schlechte technische Daten aufweist, da-
mit die Grafiken anschaulich sind.

Moderne Verstarker wie etwaaus derimc
CRONOSflexReiheweisen weit mehrals
10mal so gute Werte auf.

Konsequenzen

Wenn das Ergebnis einer Messung oderauch
Auswertungdarzustellenist, ist stets auch
eine Angabe der Messunsicherheit erforder-
lich. Istdie Messunsicherheit ein (einziger)
Zahlenwert, ist das bequem darzustellen, zu
dokumentieren, vom Betrachterzu erfassen
und zu deuten.

Eine Messunsicherheit, die sich nicht durch
einen Zahlenwert ausdriicken lasst, ist weder
bequem handzuhaben noch vom Betrachter
bequem zu deuten oder einzuschatzen.

Daher wird haufig eine nicht gleichbleibende
Messunsicherheitin einegleichbleibende kon-
vertiert.

Maximalwertbildung

Z.B. kanneine nichtgleichbleibende Messun-
sicherheitineinegleichbleibende konvertiert
werden, indem eine Maximalwertbildungvor-
genommenwird.

Im vorangegangenen Beispiel der Kraftmes-
sungalso

[Konstante Messunsicherheit] =Maximum (
Messunsicherheit ( Kraft)) =5N

Hierkommtdas ,,Worst case” Prinzip zur An-
wendung: Bei Zweifelwird dergroflere bzw.
schlechtere Wert genommen. Doch Achtung,
eine konsequente Anwendung dieses Prinzips,
ggf. iber mehrere Auswertungsstufen hinweg,
fuhrt mitunterzu sehrhohen bis hinzu un-
glaubwiirdigen Werten!

Im GUM ist das Prinzip der Maximalwertbil-
dungnicht zu finden. Das gab es nur friiher bei
derklassischen Fehlerrechnung: Maximale
Fehlerwurden bestimmtundihre Fortpflan-
zung berechnet. Der GUM setzt vielmehr auf
besserreproduzierbare Groflen wiedie Stan-
dardabweichung. Zudem wird das Prinzip der
gegenseitigen Ausloschung beachtet.

Allumfassende Messunsicherheit
BeiderReduktion einer komplexen Aussage
auf einen Zahlenwertistein mitteInder Opera-
tor vorzuziehen. Der Maximalwertbildner be-
ricksichtigt nurdas Maximum, also einen
einzigen Wert. Eine Standardabweichung, die
Uberalle Werte des Datensatzes berechnet
wird, ist zu bevorzugen. Das sei die allumfas-
sende Standardabweichung, mitderdie allum-
fassende Messunsicherheit definiert wird.

Die aus derdeskriptiven Statistik bekannte
Gleichung



mit

s allumfassende Standardabweichung

N Stichprobenanzahl =Anzahl der
Messwerte

n; Umfang der Stichprobe

G Gesamtanzahl, Summe allerni

S StandardabweichungderStichprobe =
Messunsicherheit jedes Messwertes

Xi Mittelwert der Stichprobe

X gesamter Mittelwert iberalle

G Werte

wird angewendet, indem die Mittelwerte alle
fur nichtrelevanterklart werden: Man stellt
sich alle Messwerte auf null gezogen vor, was
fur die Betrachtung der Messunsicherheit
keine Rolle spielt, also Xi=0und X = 0. Ma-
thematischer Hintergrund ist, dass die Sub-
traktion einerfesten Zahl (hier des Messwer-
tes) von einerZufallsgréRe deren Varianz bzw.
Standardabweichungunverandert|asst.

Ml [N]

mle
-

Alle Messwerte auf null gezogen, Darstellung
desIntervalls [tMessunsicherheit]

Da fiir die Standardabweichungensiderein-
zelnen Messwerte kein Stichprobenumfang
bekanntist, werdenalle ni gleichund sehr
grofd angenommen. Damit wird G=N -ni und
nach Ausfihrungdes Grenziiberganges ni >
oo folgt:

Die allumfassende Standardabweichungstellt
sich dar als quadratischer Mittelwertaller
einzelnen Standardabweichungen.
Damitergibtsich flr die allumfassende
Messunsicherheitu

mit u; Messunsicherheit des Messwertes, N
Anzahl der Messwerte

Im Beispiel der Kraftmessung ergibt sich:
u=3,4N

Die Aussage derallumfassenden Messunsi-
cherheitist diese: Der Datensatz wird als Zu-
fallsprozess verstanden. Die allumfassende
Messunsicherheit beschreibt alle auftretenden
Abweichungen gegen den jeweiligen wahren
Wert in Form der Standardabweichung. Das
giltfirbeliebige Verteilungen, nicht nurdie
Normalverteilung.

Damitgiltauch folgende Aussage des GUM:
Die Messunsicherheit sagt, dass bei zugrunde
gelegter Normalverteilungin 68% aller Mes-
sungenderwahre Wert im Intervall
[tMessunsicherheit] um den Messwert liegt.
Ganz analogsagt auch die allumfassende
Messunsicherheit, dass bei zugrunde gelegter
Normalverteilung bei 68% aller Messwerte des
Datensatzes der wahre Wertim Intervall
[tMessunsicherheit] um denjeweiligen
Messwertliegt. Die allumfassende Messunsi-
cherheitistauch nur eine Messunsicherheit,
die eben den gesamten Datensatz charakteri-
siert.

Naturlich stimmtdieserallumfassende Wert
fur jeden einzelnen Messwert nicht odernicht
prazise. Wenn man nur noch die allumfassen-
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de Messunsicherheit kennt, hat man das Wis-
senum die individuell unterschiedlichen
Messunsicherheiten nicht. Nurwer das Wis-
sen hat, kann z.B. Folgendes sagen: Anden
Stellen mitbesonders niedrigerindividueller
Messunsicherheit liegt der wahre Messwert
nahezusicherimviel breiteren Toleranzband
derallumfassenden Messunsicherheit. Anden
Stellen mitbesonders hoherindividueller
Messunsicherheit liegt der wahre Messwert
nichtso wahrscheinlich (und wohl eher nicht)
imdann vergleichsweise schmalen Toleranz-
band der allumfassenden Messunsicherheit.

Dargestelltist die detaillierte Darstellung der
individuellen Messunsicherheit des Kraftver-
laufsund eingeblendeter Linie der
allumfassenden Messunsicherheit. Hiersei
angemerkt, dass nicht 68% der Messwerte
unterhalbder3,4N Linie liegen. Das liegt
daran, dassdie einzelnen Messunsicherheiten
(alsodie dichtaneinandergereihten grauen
Balken) nicht normal verteilt sind.

Wichtig: Die allumfassende Messunsicherheit
darf nur angewendet werden, wennsichvon
der Anwendung herauch wirklich

sinnvoll ein ganzer Datensatz miteinem Zah-
lenwert charakterisieren lasst.

imc FAMOS bietet diese allumfassende
Messunsicherheit als Ergebnis der Fortpflan-
zung der Messunsicherheitdurch einen
mathematischen Algorithmus an. Es liegt beim
Anwender, den Wert zu beachten.

Intervallbildung

In allden Fallen, in denen dieSituation kom-
plexist, die Messunsicherheit gar nicht kon-
stant, eine summarische Betrachtungzu

grob ist, bleibt nurdie Unterteilung des Da-
tensatzesin Abschnitte. Fiirjeden Abschnitt
ergibtsichdann eine eigene Betrachtung.

Komplexes Beispiel
Ein Beschleunigungs-Zeit-Verlauf ,,acc”ist
gegeben.

b &J\Wwwwww
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Das Amplitudenspektrum wird mitfolgendem
Befehl ermittelt:

AmplitudeSpectrum =
AmpSpectrumRMS 1( acc, 500, 2, 0, 1)

0 5 10 15 2 25 0 a5 a9
It

Bekanntistdie Messunsicherheit (0,5% des
Messbereichs) des Signals ,,acc” mit 3m/s?.
Die Messunsicherheit des Amplitudenspekt-
rums wird vonimc FAMOS ermittelt:

UncertaintySet ( acc, "Uncertainty", 3)

UNCERTAINTY LOOP 1000 1
_acc = UncertaintyModify ( acc )
AmplitudeSpectrum = AmpSpectrum-
RMS 1( _acc, 500, 2, 0, 1)
UncertaintyCalc ( AmplitudeSpec-
trum )

End

uc = UncertaintyGet ( AmplitudeSpec-

trum, "Uncertainty")

Ausder Berechnungergibtsichuc=0,12 m/s2.

Der alternative Befehl

UncertaintyCalc ( AmplitudeSpectrum,
99, 0, "uc")




liefertdetailliert Aufschluss tiber die Messun-
sicherheitjedereinzelnen Spektrallinie, also
jedeseinzelnen Messpunktes des
Ergebnisdatensat-

zes.

0,12 m/s*

Der detaillierte Verlauf der Messunsicherheit
Uberder Frequenzzeigt, dass die Messunsi-
cherheitlangst nicht konstantist. Die Anwen-
dungentscheidet, ob die allumfassende
Messunsicherheitvon 0,12 m/s? benutzt wer-
dendarf.Ist z.B. nurdie grofRte Spektrallinie
von Interesse, dann kannsicherfiirsie eine
Messunsicherheitvon 0,07 m/s? angegeben
werden. Dann aberware es perfekt, wenn der
mathematische Algorithmus gleich diese Linie

extrahiertund genaufirsie die Messunsi-
cherheitermittelt.

Immerhinistesgutzu wissen, obesim Ergeb-
nis Bereiche mitauffallighoher Messunsicher-
heitgibt. Eine detaillierte Analysederindivi-
duellen Messunsicherheitist deshalb stets
empfohlen. ImFall der durchgefiihrten Spekt-
ralanalyse ist gerade in dem eigentlich nicht
interessierenden rechten Teil des Spektrums
die Messunsicherheit hoch. Wenn dieser Teil
weggeschnitten wird, wirdim verbleibenden
linken Teil auch die allumfassende Messunsi-
cherheitdeutlich kleiner. Nach Ergdnzungim
Algorithmusvon

AmplitudeSpectrum = gren ( Amplitu-
deSpectrum, 0, 25 )

folgtuc = 0,08 m/s%. Das kann nun als duRerst
reprasentativ flir das Ergebnis angesehen
werden.

Fazit

Das Detailwissen um die Messunsicherheit der
einzelnen Messpunkte ist wichtig, um die Zu-
sammenfassung zu einerallumfassenden
Messunsicherheit zu rechtfertigen.



Weitere Informationen erhalten Sie unter:

imc Test & Measurement GmbH
Voltastr.5
D-13355 Berlin

Telefon: +49 (0)30-46 7090-0
Fax: +49 (0)30-4631 576
E-Mail: hotline@imc-tm.de
Internet: http://www.imc-tm.de

Dieimc Test & Measurement GmbH istHersteller
und Lésungsanbieter von produktiven Mess- und
Priifsystemen fiir Forschung, Entwicklung, Service
und Fertigung. Darlber hinaus konzipiertund pro-
duziertimc schliisselfertige Elektromotorenpruif-
stande. PassgenaueSensor- und Telemetriesyste-

me ergdnzen unser Produktportfolio.

Unsere Anwender kommen aus den Bereichen
Fahrzeugtechnik, Maschinenbau, Bahn, Luftfahrt
und Energie. Sie nutzen die imc-Messgerate, Soft-
wareldsungen und Priifstande, um Prototypen zu
validieren, Produkte zu optimieren, Prozesse zu
Uberwachen und Erkenntnisseaus Messdaten zu
gewinnen. Rund um dieimc Gerate steht dafiir ein
umfassendes Dienstleistungsspektrum zur Verfi-
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gung, das von der Beratung bis zur kompletten
Priifstandsautomatisierungreicht. Auf diese Weise
verfolgen wir konsequent das imc Leistungsver-
sprechen ,produktiv messen”.

National wieinternational unterstiitzen wir unsere
Kunden und Anwender mit einem starken Kompe-

tenz- und Vertriebsnetzwerk.

Wenn Siemehr tber dieimc Produkte und Dienst-
leistungeninlhrem Land erfahren wollen oder
selbstDistributor werden mochten, finden Sie auf
unserer Webseite alleInformationen zum imc

Partnernetzwerk:

http://www.imc-tm.de/partner/
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